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P°edpokládejme, ºe °editel muzea poºaduje, aby byl kaºdý kout muzea ne-
p°etrºit¥ sledován stráºcem. Stráºci jsou rozmíst¥ni na pevn¥ ur£ených místech,
nemohou se pohybovat, ale mohou se libovoln¥ otá£et. Kolik stráºc· je pot°eba?

P·dorys muzea si m·ºeme zobrazit jako mnohoúhelník s n stranami. Je-li
p·dorys muzea ve tvaru konvexního mnohoúhelníku, pak sta£í jediný stráºce,
který m·ºe být umíst¥n v kterémkoliv míst¥. P·dorys muzea v²ak m·ºe být
tvo°en libovolným uzav°eným mnohoúhelníkem.

Uzav°eným mnohoúhelníkem se rozumí ve shod¥ s [2] rovinný obrazec ohra-
ni£ený kone£ným °et¥zcem úse£ek uzav°eným do smy£ky (tzv. uzav°ený °et¥zec,
neboli obvod) obsahující, jak obvod, tak £ást roviny omezenou tímto °et¥zcem
(vnit°ek mnohoúhelníku).

Uvaºujme muzeum s p·dorysem ve tvaru h°ebene s n = 3m st¥nami:

Je z°ejmé, ºe takový p·dorys vyºaduje m = n
3 stráºc·. Má-li stráºce sle-

dovat bod 1, tak musí stát n¥kde v trojúhelníku, který je omezen £árkovanou
linkou. Podobné trojúhelníky lze vymezit pro st°eºení bod· 2, 3, · · · ,m. Tyto
trojúhelníky jsou disjunktní. Z toho m·ºeme usoudit, ºe je pot°eba m stráºc·.
m stráºc· je ale také dostate£ný po£et, protoºe umístíme-li stráºce na horní
stranu trojúhelník·, tak stráºci mohou sledovat i ostatní nepokryté £ásti zdí.

Odstraníme-li jednu nebo dv¥ zdi na konci a s nimi i posledního stráºce,
m·ºeme usoudit, ºe pro kaºdé n vyºaduje muzeum s n st¥nami bn3 c stráºc·.

Na základ¥ takových úvah byla vyslovena následující v¥ta známá pod názvem
Art Gallery Theorem.

V¥ta 1 Pro kaºdé muzeum s n st¥nami sta£í bn3 c stráºc·.
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D·kaz M¥jme muzeum s 12 st¥nami.

Jeho p·dorys rozd¥líme vnit°ními úhlop°í£kami tak, aby se uhlop°í£ky ne-
k°íºily. Pouºijeme tolik uhlop°í£ek, kolik je pot°eba k tomu, aby byl celý vnit°ek
rozd¥len na trojúhelníky. Mnohoúhelník na obrázku se takto rozd¥lí pomocí de-
víti uhlop°í£ek. Pro úplné rozd¥lení mnohoúhelníku na trojúhelníky se pouºívá
termín triangulace. Rozd¥lení na trojúhelníky není jednozna£né, av²ak nezáleºí
na tom, které rozd¥lení se zvolí.

Nyní si p°edstavme rozd¥lený mnohoúhelník jako neorientovaný graf, ve kte-
rém jsou rohy místností vrcholy a st¥ny spole£n¥ s diagonálami hranami grafu.

Tvrzení 1 Tento graf lze obarvit t°emi barvami.

Obarvením grafu se rozumí pouºití minimálního po£tu barev k obarvení vr-
chol· grafu takovým zp·sobem, ºe ºádná hrana nespojuje vrcholy stejné barvy.

Pro n = 3 je Tvrzení 1 z°ejm¥ platné. Vrcholy v grafu, který obsahuje n-
úhelník, ve kterém je n > 3, obarvíme tak, ºe zvolíme dva libovolné vrcholy u a v,
které jsou spojeny uhlop°í£kou. Hrana uv d¥lí graf na dva men²í grafy, které oba
obsahují tuto uhlop°í£ku a jsou rozd¥leny na trojúhelníky. Vrchol u obarvíme
barvou 1 a vrchol v barvou 2. Hrana uv je stranou dvou trojúhelník·, jejichº
t°etí vrchol ozna£íme barvou 3. Pokud n¥která strana v trojúhelníku, který má
obarveny v²echny vrcholy je sou£asn¥ stranou jiného trojúhelníku doplníme na
jeho t°etí vrchol tu barvu, která na jeho dvou vrcholech dosud není. Takto
postupn¥ obarvíme v²echny vrcholy n-úhelníku a sta£í nám k tomu t°i barvy.

Stráºce nyní umístíme na vrcholy jedné barvy a to té, jejíº po£et vrchol·
je maximáln¥ bn3 c. Jsou-li to nap°íklad vrcholy barvy 1 a vrchol této barvy
obsahuje kaºdý trojúhelník v n-úhelníku, lze z toho usoudit, ºe kaºdý trojúhelník
je st°eºen. Stráºce stojící na vrcholu trojúhelníku má pod kontrolou minimáln¥
celý trojúhelník.

2



�

P°íklad: P¥tiúhelník

Na obrázku je p¥tiúhelník rozd¥lený dv¥ma úhlop°í£kami na t°i trojúhelníky.
Po obarvení grafu je jeden vrchol barvy 1 a po dvou vrcholech barvy 2 a 3.
Protoºe je b 53c = 1, umístíme jednoho stráºce do vrcholu barvy 1.

Slabým místem vý²e uvedené argumentace m·ºe být otázka, zda lze opravdu
kaºdý mnohoúhelník zcela rozd¥lit na trojúhelníky. Podez°ení vzbuzuje p°ede-
v²ím ta skute£nost, ºe nelze triangulaci roz²í°it do t°írozm¥rného prostoru. V
t°írozm¥rném prostoru by m¥lo být moºné rozloºit kaºdý mnohost¥n na £ty°s-
t¥ny. Existují v²ak mnohost¥ny, u kterých takový rozklad není moºný.

P°íkladem m·ºe být Schönhardt·v mnohost¥n. Ten vznikne z trojbokého
hranolu tak, ºe se horní trojúhelník v·£i podstav¥ pooto£í. Bo£ní st¥ny hranolu
se prolomí v úhlop°í£ce a vzniknou st¥ny dv¥, které spolu svírají vnit°ní úhel
v¥t²í, neº 1800.

Zatímco trojboký hranol lze bez problém· rozloºit na dva £ty°st¥ny, které
mají základnu v podstav¥, p°ípadn¥ v horní st¥n¥ a £tvrtý vrchol v prot¥j²í st¥n¥,
Schönhardt·v mnohost¥n takto rozloºit nelze. �ty°st¥n sice m·ºe mít základnu
v podstav¥ hranolu a £tvrtý vrchol v prot¥j²í st¥n¥, ale takový £ty°st¥n není
zcela obsaºen v mnohost¥nu. Triangulace tohoto mnohost¥nu tedy není moºná
bez p°idání dal²ích vrchol·.

Je t°eba tedy je²t¥ dokázat, ºe i nekonvexní mnohoúhelníky lze vºdy zcela
rozloºit na trojúhelníky. To lze dokázat indukcí na n vrchol·. Pro n = 3 se jedná
o trojúhelník a není tedy co dokazovat. M¥jme n ≥ 4. Pak sta£í dokázat, ºe
m·ºeme nakreslit jednu úhlop°í£ku tak, ºe rozd¥líme mnohoúhelník na takové
dv¥ men²í £ásti, ºe triangulaci mnohoúhelníku m·ºeme sestavit z triangulace
jeho £ástí.

Vrchol, jehoº vnit°ní úhel mnohoúhelníku je men²í, neº 1800, nazveme kon-

vexní vrchol. K tomu, aby se mnohoúhelník dal rozd¥lit na dv¥ triangulovatelné
£ásti, je t°eba, aby m¥l alespo¬ jeden konvexní vrchol. To lze dokázat pomocí
Dirichletova principu. Sou£et vnit°ních úhl· mnohoúhelníku o n vrcholech je
(n − 2)1800. (n − 3) úhl· nekonvexních vrchol· spot°ebuje tolik ze sou£tu, ºe
na poslední t°i úhly zbývá mén¥, neº 1800. To znamená, ºe nejmén¥ t°i vrcholy
mnohoúhelníku musí být konvexní.

Lze si také p°edstavit konvexní obal mnohoúhelníku. Vrcholy konvexního
obalu jsou v²echny konvexní a sou£asn¥ jsou spole£né pro konvexní obal i pro
mnohoúhelník.
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Nyní uvaºujme dva blízké vrcholy B,C na obrázku. Je-li úse£ka BC celá
obsaºena v mnohoúhelníku, pak je to na²e d¥lící uhlop°í£ka. Kdyº ne, tak trojú-
helník ABC obsahuje je²t¥ jiný vrchol. Posu¬me úse£ku BC sm¥rem k vrcholu
A tak, aby na ní leºel vrchol Z leºící uvnit° trojúhelníku ABC. Pak úse£ka AZ
je vnit°ní a je tou d¥lící uhlop°í£kou.

Art Gallery Theorem má mnoho dal²ích variant. Zvlá²´ hezká je tato:
P°edpokládejme, ºe se stráºci mohou pohybovat; kaºdý podle jedné st¥ny

muzea a p°itom se m·ºe libovoln¥ rozhlíºet. Stráºce tedy vidí v²e, co lze vid¥t z
kaºdého bodu "jeho"zdi. Kolik takových stráºc· pot°ebujeme k tomu, aby bylo
st°eºeno celé muzeum?

V dob¥, kdy byla kniha [1] sepsána, byla tato úloha dosud nevy°e²ena. Profe-
sor Godfried Toussaint zkonstruoval p°íklad muzea, který ukazuje, ºe by mohlo
sta£it bn4 c chodících stráºc·. Lze odhadovat, ºe je takový po£et dostate£ný s
výjimkou malých hodnot n.

Zdroj. Zpracováno podle knihy [1], kapitola 31, How to guard a museum.
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