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Predpokléddejme, ze feditel muzea pozaduje, aby byl kazdy kout muzea ne-
pretrzité sledovan strazcem. StraZci jsou rozmisténi na pevné uréenych mistech,
nemohou se pohybovat, ale mohou se libovolné otacet. Kolik strazcu je potfeba?

Pudorys muzea si mizeme zobrazit jako mnohoihelnik s n stranami. Je-li
pudorys muzea ve tvaru konvexniho mnohotiihelniku, pak stac¢i jediny strazce,
ktery muze byt umistén v kterémkoliv misté. Piadorys muzea v8ak muze byt
tvoren libovolnym uzavienym mnohothelnikem.

Uzavienym mnohothelnikem se rozumi ve shodg s [2] rovinny obrazec ohra-
nic¢eny kone¢nym fetézcem usecek uzavienym do smycky (tzv. uzavieny retézec,
neboli obvod) obsahujici, jak obvod, tak ¢ast roviny omezenou timto fet&zcem
(vnitfek mnohotihelniku).

Uvazujme muzeum s pudorysem ve tvaru hiebene s n = 3m sténami:

Je zfejmé, ze takovy pudorys vyzaduje m = % strézca. Mé&-li strézce sle-
dovat bod 1, tak musi stat nékde v trojuhelniku, ktery je omezen ¢arkovanou
linkou. Podobné trojuhelniky lze vymezit pro stfezeni bodi 2,3,--- ,m. Tyto
trojihelniky jsou disjunktni. Z toho mizeme usoudit, Ze je potieba m strazci.
m strédzcu je ale také dostateény pocet, protoze umistime-li strdzce na horni
stranu trojuhelnika, tak strédzci mohou sledovat i ostatni nepokryté ¢asti zdi.

Odstranime-li jednu nebo dvé zdi na konci a s nimi i posledniho strazce,
miizeme usoudit, ze pro kazdé n vyzaduje muzeum s n sténami | g | strazci.

Na zakladé takovych tvah byla vyslovena nésledujici véta zndméa pod nédzvem

Art Gallery Theorem.

Véta 1 Pro kazdé muzeum s n sténami staci | 5| strdzci.



Dikaz Meéjme muzeum s 12 sténami.

Jeho pidorys rozdélime vnitfnimi dhlopfickami tak, aby se uhlopficky ne-
ktizily. Pouzijeme tolik uhlopficek, kolik je potieba k tomu, aby byl cely vnitiek
rozdélen na trojihelniky. Mnohothelnik na obrazku se takto rozdéli pomoci de-
viti uhloptic¢ek. Pro tplné rozdéleni mnohothelniku na trojuhelniky se pouziva
termin triangulace. Rozdéleni na trojuhelniky neni jednozna¢né, avsak nezalezi
na tom, které rozdéleni se zvoli.

Nyni si pfedstavme rozdéleny mnohouhelnik jako neorientovany graf, ve kte-

rém jsou rohy mistnosti vrcholy a stény spolec¢né s diagonalami hranami grafu.

Tvrzeni 1 Tento graf lze obarvit tiemi barvami.

Obarvenim grafu se rozumi pouziti minimélniho po¢tu barev k obarveni vr-
cholu grafu takovym zptsobem, ze zadné hrana nespojuje vrcholy stejné barvy.

Pro n = 3 je Tvrzeni 1 ziejmé platné. Vrcholy v grafu, ktery obsahuje n-
thelnik, ve kterém je n > 3, obarvime tak, Ze zvolime dva libovolné vrcholy u a v,
které jsou spojeny uhlopfickou. Hrana uv déli graf na dva mensi grafy, které oba
obsahuji tuto uhlopficku a jsou rozdéleny na trojuhelniky. Vrchol u obarvime
barvou 1 a vrchol v barvou 2. Hrana wv je stranou dvou trojuhelniku, jejichz
tfeti vrchol oznac¢ime barvou 3. Pokud néktera strana v trojuhelniku, ktery ma
obarveny v8echny vrcholy je soucasné stranou jiného trojihelniku doplnime na
jeho tfeti vrchol tu barvu, kterd na jeho dvou vrcholech dosud neni. Takto
postupné obarvime vSechny vrcholy n-uhelniku a sta¢i nam k tomu tii barvy.

Strazce nyni umistime na vrcholy jedné barvy a to té, jejiz pocet vrchola
je maximalné |%]. Jsou-li to napiiklad vrcholy barvy 1 a vrchol této barvy
obsahuje kazdy trojihelnik v n-tthelniku, lze z toho usoudit, Ze kazdy trojuhelnik
je stfezen. Strazce stojici na vrcholu trojihelniku mé pod kontrolou minimalné
cely trojuhelnik.



Priklad: Pétiahelnik
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Na obrazku je pétitthelnik rozdéleny dvéma thloptickami na tfi trojihelniky.
Po obarveni grafu je jeden vrchol barvy 1 a po dvou vrcholech barvy 2 a 3.
Protoze je |2] = 1, umistime jednoho stréZzce do vrcholu barvy 1.

Slabym mistem vy8e uvedené argumentace muze byt otazka, zda lze opravdu
kazdy mnohouhelnik zcela rozdélit na trojuhelniky. Podezieni vzbuzuje prede-
vS§im ta skutecnost, ze nelze triangulaci rozsitit do tf¥irozmérného prostoru. V
t¥irozmérném prostoru by mélo byt mozné rozlozit kazdy mnohostén na Ctyis-
tény. Existuji v8ak mnohostény, u kterych takovy rozklad neni mozny.

Prikladem muze byt Schénhardtiv mnohostén. Ten vznikne z trojbokého
hranolu tak, Ze se horni trojihelnik vici podstavé pooto¢i. Bo¢ni stény hranolu
se prolomi v thlopfi¢ce a vzniknou stény dveé, které spolu sviraji vnitini thel
vetsi, nez 180°.

Zatimco trojboky hranol lze bez problému rozlozit na dva ¢tyistény, které
maji zdkladnu v podstavé, piipadné v horni sténé a ¢tvrty vrchol v protéjsi sténé,
Schoénhardtiv mnohostén takto rozlozit nelze. Ctyistén sice mize mit zakladnu
v podstavé hranolu a ¢tvrty vrchol v protéjsi sténé, ale takovy Ctyfstén neni
zcela obsazen v mnohosténu. Triangulace tohoto mnohosténu tedy neni mozné
bez pridani dalsich vrcholi.

Je tfeba tedy jesté dokazat, 7e i nekonvexni mnohothelniky lze vzdy zcela
rozlozit na trojuhelniky. To 1ze dokdzat indukci na n vrcholi. Pro n = 3 se jedna
o trojihelnik a neni tedy co dokazovat. Mé&me n > 4. Pak stac¢i dokizat, Ze
miizeme nakreslit jednu uhlopiicku tak, ze rozdélime mnohothelnik na takové
dvé mensi ¢asti, ze triangulaci mnohothelniku muizeme sestavit z triangulace
jeho casti.

Vrchol, jehoZ vnitini thel mnohothelniku je mensi, nez 180°, nazveme kon-
veznt vrchol. K tomu, aby se mnohothelnik dal rozdélit na dvé triangulovatelné
Casti, je tfeba, aby mél alespon jeden konvexni vrchol. To lze dokazat pomoci
Dirichletova principu. Souéet vnitfnich thld mnohoihelniku o n vrcholech je
(n — 2)180°. (n — 3) whli nekonvexnich vrcholi spotiebuje tolik ze souétu, Ze
na posledni t¥i thly zbyva ménég, nez 180°. To znamen4, 7e nejméné tii vrcholy
mnohothelniku musi byt konvexni.

Lze si také predstavit konvexni obal mnohothelniku. Vrcholy konvexniho
obalu jsou v8echny konvexni a soucasné jsou spole¢né pro konvexni obal i pro
mnohothelnik.



Nyni uvazujme dva blizké vrcholy B,C na obrazku. Je-li asecka BC' cela
obsazena v mnohotihelniku, pak je to nase délici uhlopticka. KdyZz ne, tak troja-
helnik ABC' obsahuje jesté jiny vrchol. Posufime tisecku BC smérem k vrcholu
A tak, aby na ni lezel vrchol Z lezici uvnitf trojihelniku ABC. Pak tisecka AZ
je vnitini a je tou délici uhloptickou.

Art Gallery Theorem méa mnoho dalsich variant. Zvlast hezka je tato:

Predpokléddejme, Ze se strazci mohou pohybovat; kazdy podle jedné stény
muzea a pfitom se miize libovolné rozhlizet. Strazce tedy vidi ve, co lze vidét z
kazdého bodu "jeho"zdi. Kolik takovych strazcta potiebujeme k tomu, aby bylo
stfezeno celé muzeum?

V dobé, kdy byla kniha [1] sepsana, byla tato tloha dosud nevyiesena. Profe-
sor Godfried Toussaint zkonstruoval pfiklad muzea, ktery ukazuje, Ze by mohlo
stacit [ %] chodicich strazci. Lze odhadovat, Ze je takovy pocet dostatecny s
vyjimkou malych hodnot n.

Zdroj. Zpracovano podle knihy [1], kapitola 31, How to guard a museum.
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